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Az alabbiakban kozépiskolas szinten bemutatjuk a Schrodinger-egyenletet, majd megadjuk
néhdny egyszerli megoldasat. Matematikdbodl csak a differencidl- és integralszamitas elemi
ismeretét tételezziik fel.

A hullamfliggvény

A 20. szazad elején a fizikusok felismerték, hogy a részecskék hulldmtulajdonsagokkal
rendelkeznek. A részecske—hullam kettdsséget a de Broglie-torvény' fejezi ki, amely ossze-
kapcsolja a részecske p = mv lendiiletét a A hullamhosszal:

mv=z

A részecskehulldm viselkedését az tigynevezett hullamfiiggvény irja le, melynek értelme-
zésére hamarosan ratériink. A hullamfliggvény a hely és az id6 fuggvénye: W(x, v, z, t). A
fliggvényérték altalaban komplex szam. A tovabbiakban a részecskék mozgasat egy dimenzi-
oban vizsgaljuk, és eltekintlink a relativisztikus hatasoktol. Az egydimenzids rendszerekbdl
levonhato kovetkeztetések segitik a bonyolultabb, haromdimenziés rendszerek vizsgélatat.
Sok egydimenzids probléma altaldnosithaté a haromdimenzids esetekre.

Egy dimenzidban a hullamfliggvény valamilyen W(x, t) alakban adhaté meg. Tovabb egy-
szer(isitjiik a vizsgalatot, ha csak allandosult (stacionarius) allapotokkal foglalkozunk, amikor
a hullamfiiggvény mér nem fligg az id6tdl. Az id6tdl fiiggetlen hullamfiiggvényre hasznaljuk
a y(x) jelolést! Egyszeriibb esetekben a y(x) értéke valds szam.?

! Louis de Broglie, 1924.

2 Bizonyithat6, hogy ha a részecske potencialis energija nem fligg az id6tél, akkor W(x, t)= y(x)-x(t), azaz a ¥
hullamfiiggvény felirhato két, egymastol fiiggetlen komponens szorzataként. A y csak a hely, a y pedig csak az
id6 fiiggvénye.
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A leggyakoribb értelmezési mod szerint®, ha a hullamfiiggvény abszolut értékének négyze-
tét integraljuk, akkor a részecske P tartozkodasi valoszintiségét kapjuk meg a koordinataten-
gely egy meghatarozott [a, b] intervallumaban (haromdimenzi6s esetben a tér egy megadott
tartomanyaban):

b
P=fqum
b

Valos fiiggvényértékek esetén a négyzetre emelés miatt elhagyhatjuk az abszolutértéket.

Kétréses interferenciakisérlet elektronokkal
a) 11 elektron b) 200 elektron

¢) 6000 elektron d) 40 ezer elektron

e) 140 ezer elektron

Minden részecske egy tetszoleges, véletlen-
szertien kivalasztott pontba érkezik. Ahol
nagyobb a y? értéke, oda t6bb elektron csa-
podik be. (Wikimedia)

Mivel a részecske biztosan megtalalhato valahol, ezért az egész ,,térre” nézve a tartdozkoda-
si valoszinliség 1-gyel egyenld:

fwme=1

Ennek a feltételnek a kielégitését a hullamfliggvény normalizdalasanak nevezzik.
A hullamfiiggvénytdl elvarjuk tovabba, hogy értéke folytonosan valtozzon (ne legyenek
rajta szakadasok).

¥ Max Born, 1926. A tartozkodasi valoszintiségként vald értelmezést gyakran koppenhdgai interpretacionak
nevezik, mert kidolgozédsanak idején Born Koppenhagéaban dolgozott.
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Megjegyezziik, hogy a hullamok 1d6t6l fliggetlen, allandosult allapota valamilyen allohul-
lamnak felel meg.

Az id6tdl fliggetlen Schrédinger-egyenlet

A makroszkopikus testek mozgasat Newton 2. torvényének a segitségével hatarozhatjuk
meg. A torvény a test a gyorsuldsat és a testre hatd erdk ereddjét kapcsolja dssze:

ma=ZF

A gyorsulas azonban a test helyzetét leiré x(t) fiiggvény masodik derivaltja. Igy Newton 2.
torvényét a derivaltra vonatkozo, ugynevezett differencidlegyenlet forméjaban is megadhat-
juk:

A fizika legtobb torvénye szintén differencialegyenlet. A differencialegyenletek a fizikai
mennyiségek derivaltjait kapcsoljak dssze példaul a kornyezeti hatasokkal.

A részecskék viselkedését a Schrodinger-egyenlet hatarozza meg.4 A Newton-térvénnyel
ellentétben a Schrodinger-egyenlet megoldasa nem a részecske palyajat, hanem a hullam-
fliggvényét szolgaltatja.

A Schrodinger-egyenlet ugyanolyan szerepet jatszik a részecskék viselkedésének a leirasa-
ban, mint a Newton-torvények a klasszikus mechanikaban. Segitségével meghatarozhato egy
részecske mozgasa (viselkedése), ha ismerjiik a ra hato eréket. A kvantumfizikdban azonban
erok helyett inkabb a potencialis energiaval jellemzik a részecske kornyezetét.

A Schrodinger-egyenlet egy masodrendi, parcialis differencidlegyenlet, melynek megolda-
sahoz a differencialegyenletek elméletén tal a komplex szamok ismerete is sziikséges. Itt csak
az 1dotol fiiggetlen, egydimenzids alakjaval foglalkozunk, amely joval egyszertibben megért-
het6 és kezelhet6. A tovabbiakban elhagyjuk az ,,id6t6l fiiggetlen” jelzot, és egyszeriien csak
Schrodinger-egyenletrdl beszéliink.

A természeti torvényeket kisérletek, megfigyelések utjan hatarozzuk meg. Ilyen értelem-
ben magat a Schrodinger-egyenletet nem lehet levezetni.

Az alabbiakban egy egyszerti gondolatmenettel szemléltetjilk, hogyan juthatunk el egy
ilyen egyenlet megfogalmazasahoz.

Keressiik a részecskékre vonatkozo torvényt differencialegyenlet formajaban! Mivel a ré-
szecskék hullamként viselkednek, induljunk ki egy szinuszhullamot leiro fliggvénybol:

Y(x) = Asin (27” x)

ahol A az amplitudé, A pedig a hullamhossz.
Vezessiik be a

jelolést! fgy:
Y(x) = Asin kx
Vegyiik észre, hogy a de Broglie-torvény alapjan a részecske lendiilete kifejezhet6 a k-val:

—h—flk
p_l_

* Erwin Schrédinger, 1926
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Mivel differencialegyenletet keresiink, derivaljuk az egyenletet:

d
_1,[) = kA cos kx
dx
Ha még egyszer elvégezziik a derivalast, akkor a kapott egyenletet konnyen 6sszekapcsolhat-

juk a kiindulési egyenlettel, tehat magaval a hullamfiiggvénnyel:

d2
d_xlf = —k?Asinkx
Azaz:
d*y
— =2
dx? v
Fentebb megmutattuk, hogy a részecske lendiilete kifejezhetd p = hk formaban, igy K
2
mozgasi (kinetikus) energidjaa K = %mv2 = :—m Osszefiiggés alapjan:
pZ thZ
“2m 2m
ahonnan:
, 2mK
k= = 2
Ezt felhasznalva:
d?y 2mK
— = k%Y = —
dx? v h? v
A K kinetikus energia az E 6sszenergia és az U(X) potencialis energia kiilonbsége, igy:
d>y 2m
Tz = ?[U(x) —EJ

Ezt az egyenletet nevezziik id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenletnek. Ha ismerjiik a po-
tencialis energia U(X) fliggvényét, akkor az egyenlet megoldasaval megkapjuk a részecske
viselkedését leiro y(X) fliggvényt.

Vegyiik észre, hogy ha egy v fliggvény kielégiti a fenti egyenletet, akkor az Ay fliggvény
1s kielégiti (ahol A tetszdleges valos szdm). Az A konkrét értékét altalaban a hullamfliggvény
normalizalasaval kapjuk meg.

Megjegyezziik, hogy konzervativ er6tér esetén Newton masodik torvénye szintén felirhatod
a potencialis energia segitségével. Ebben az esetben ugyanis:

au
Y
igy
d*x dU
™Az T T dx
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Részecske végteleniil magas fald potencialdobozban

A Schrodinger-egyenlet megoldéasat eldszor egy
idealizalt esetre mutatjuk be, amelybdl valds kovet- doboz
keztetéseket is levonhatunk. U= u=~0 U=oo
Mozogjon a részecske az X tengely mentén egy
olyan potencidldobozban, melyet végteleniil magas
falak hatarolnak! A két fal tavolsaga legyen L. Az Orészecske L
egyik fal az x=0, a masik pedig az x=L pontban he-
lyezkedjen el. A falak kdzott nem hat a részecskére erd, igy ott a potencialis energia 0:
Ux)=0 (0<x<L)
A falak végteleniil magasak, igy a hozzéjuk tartoz6 tartomdnyban a potencialis energia is
végtelen nagy (végtelen nagy er6 sziikséges ahhoz, hogy a részecske behatoljon a falakba®):

U(x) =00 (x<0vagy x=>1)
A részecske stacionarius allapotat keresstik, ezért a Schrodinger-egyenlet 1d6tdl fliggetlen
alakjat fogjuk felhasznalni. A falak kozott U = 0, igy O0<x<L esetén:
d*) = 2m
dx?  h2
A differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy ennek az egyenletnek a megoldasai
felirhatok a kovetkezd alakban:

v

) 2mE
x |+ B sin

m
Y(x) = Acos 2 v

x

Derivalassal ellendrizziik az allitas helyességét!

Feladatunk még az A és B konstansok értékének a meghatarozasa.

Mivel a részecske nem keriilhet ki a dobozbol (ehhez végtelen nagy energiara lenne sziik-
sége), igy a falak tartomanyaban y(x) = 0 (x<0 vagy x>L). Mivel a y folytonos fiiggvény,
ezért a y = 0 feltétel x=0 és x=L esetén is fennall. x=0-ra:

0=Acos0+Bsin0=A4
ezért a megoldas koszinuszos tagjat elhagyhatjuk:

2mE

Y(x) = B sin 2

X

A részecske energidja

Tekintsiik a masik hatarfeltételt! Xx=L esetén a y szintén 0, igy:

2mE

0 = B sin 7

Ennek alapjan vagy a B, vagy pedig a szinuszos kifejezes értéke 0. Mivel a részecske biz-
tosan tartozkodik valahol, ezért az A és a B egyszerre nem lehet 0. Igy

) 2mE
sin 7 L|=0

® Ennek kovetkeztében itt nem 1ép fel alagut-effektus.
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Ez a feltétel akkor teljesiil, ha

2mE
hZ

L=0,m2n, 3m, ...

Azaz

2mE

2 L=nm

ahol n tetszéleges nemnegativ egész szam.
Arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a részecske energiaja csak egymastol elkiiloniild,
kvantalt értékeket vehet fel:
hZ
En = W'I’l
aholn=0, 1, 2, 3, ... Az n értékét kvantumszamnak nevezziik.
Vegyiik figyelembe, hogy n = 0-ra E;=0 adddna, ezért a y értéke is zérus lenne barhol a
dobozon beliil. Ez ellentmondana a normalizalési feltételnek. Igy a lehetséges energiaszintek:
h2
Eﬁ ==§;;ZE71
aholn=1, 2, 3, ... Ez azt jelenti, hogy az alapallapotban (n=1) 1évé részecske energiaja sem
nullal

2

2

A megoldas normalizalasa

A B értékét a hullamfliggvény normalizalasaval kapjuk meg:

L
f p(0)2dx = 1
0

azaz
L

5 . o [2ME
fB sin hzxdle

0
Derivalassal meggy6zddhetiink az alabbi osszefiiggés helyessegérol:

1 X
fsinz(ax)dx = ——sin(ax) cos(ax) + =
2a 2

Ennek felhasznalasaval:
L

f sin?(ax)dx = [— isin(ax) cos(ax) + f]
2a 2

0
x=0-ra a primitiv fliiggvény helyettesitési értéke 0. igy elegendd a felsd hatart behelyettesiteni:

L
1 L
J sin?(ax)dx = —=—sin(al) cos(al) + =
2a 2
0
A hullamfiiggvény esetén

L

0

2mE
hZ
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fgy:
L
f 1 2mE 2mE L

sinz(ax)dxz—zsin 2 L ] cos 2 L +2
0

Felhasznalva a részecske energidjanak meghatarozasanal felirt

2mE
72

L=nm

Osszefliggést:
L
[ sin(@x)dx = — 5 -sin(um) costum) +
sin~-ax)ax = 2aSlrl nm) cos\nm >
0
A szinuszos tag mindig nulla, igy:
L

L
f sin?(ax)dx = 5
0
Az eredeti egyenlet bal oldala tehat:

L L
2mE 2mE
2 i 2 _ p2 . 2 )
jB sin hzx dx—Bjsm hzx dx—BE
0 0
igy:
L
B*-—=1
2
azaz:
B 2
L

A hullamfiiggvény normalizalt form4ja tehat:

2 /2mE
lﬂ(x):\/;Sln 2 x

Felhasznalva az energidra kapott 6sszefiiggést, a lehetséges megoldasok 0<x<L esetén:

|2 . ,nmx
Yn(x) = I sm(T)
egyébkeént pedig yn(x) = 0.

Kiemeljiik, hogy végtelen sok megoldast kaptunk. Az egyes megoldasok egy-egy allohul-
lamnak felelnek meg. (Az abrat 1asd a taloldalon.)

Vegyiik észre, hogy n>1 esetén a dobozon beliil is kialakulnak csomopontok, amelyeknél a
részecske tartozkodasi valoszinlisége 0! A részecske (pontosabban a részecskehullam) tehat
ugy is athaladhat a csomopont egyik felérdl a masik felére, hogy sohasem tartozkodik a cso-
mopontban!
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0 L X

Allohullamok a végteleniil magas potencialdobozban (Wikimedia)

GOmbszimmetrikus megoldasok

Kovetkez6 példank gombszimmetrikus potencialtérben (példaul a hidrogénatomban) mu-
tatja meg a Schrodinger-egyenlet megoldasat. Ebben az esetben mar nem vizsgalodhatunk egy
dimenzidéban. A haromdimenzidos Schrodinger-egyenlet felirasahoz vezessiik be egy tobbval-
tozods fliggvény parcialis derivaltjait!

A tobbvaltozos fiiggvény adott valtozo szerinti parcidlis derivaltjat gy hatarozzuk meg,
hogy a tobbi valtozdt konstansnak tekintjiik, €s az adott valtozo szerint derivalunk.

Az f(x, y) = 2x%y + 6xy? — 9y* fiiggvény X szerinti parcialis derivaltja példaul:

of
—— = 4xy + 6y°
3y = Xy +6y

Az id6t6l fiiggetlen Schrodinger-egyenlet haromdimenzids alakja a (X, y, z) hullamfiigg-

vényre:
0%y 9% 0% 2m
=S [U(xy2)-E

Gombszimmetrikus esetben célszerii attérni polarkoordinata-rendszerbe, ahol a y(r) hul-
lamfliggvény értékét az origotol meért r tavolsag fliggvényeben adjuk meg.

Az X, Y, z szerinti derivaltak meghatarozasahoz a y(r) fiiggvényt osszetett fiiggvénynek te-
kintjiik, ahol r = (x? + y? + z2)1/2

Ennek x szerinti parcialis derivaltja példaul az dsszetett fliggvény derivalasi szabalya alap-
jan:

or o(x*+y*+2z2)¥2 1 ~ x
a= Ox =E(X2+y2+22) 1/2-2x=;

Az X szerinti elsd derivalt az dsszetett fliggvény derivalasi szabélya szerint:

oY(r) dyp or dy x
dx dr 9x dr r
A v fiiggvény X szerinti masodik derivalthoz elészor hatarozzuk meg az r masodik deri-

valtjat. Kozben felhasznaljuk a hanyados és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat:

azr_a(f)_a x
axz 9x  ox

- | =
(x% +y2+2z%)2
1 x?

1
— (52 4 v2 4 ,2)-1/2 2402 4 ,2Yy3/2 .90 — = _ T
= (x*+y2+2z5)7Y +x(—§>(x +y?2+22)7% 2x—r 3
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A v fliggvényre a szorzat és az Osszetett fliggvény derivalasi szabélya alapjan:
0% 0 /dy x 0 (dy\ x dy or
Wzﬁ(ﬂ'?)=$<ﬁ>7 dr ox

A fent levezetett Osszefliggések felhasznalasaval:

0% d*Y x\2 dy (1 x?
e G ta ( )
A tobbi valtozora hasonld modon:

0% d*y (y)z LW (1 y2>

ayz  dr? \r dr \r 1r3
0%y B dy (2)2 N dy (1 z2
9z2  dr? \r dr \r 713

fgy a Schrédinger egyenlet bal oldala, elvégezve a kiemeléseket:

0% do*yp 9%y d*P <x2+y2+22> dy <1 x2 1 y? 1 22>

= SASE R T S |t T A T
ox?  0x?  0x? dr? \r? r% r? dr \r r3 r r3 r 13
Felhasznalva, hogy

r?2=x%+y?%+ 22

megkapjuk a Schrodinger-egyenlet bal oldalanak polarkoordinatas alakjat gdmbszimmetrikus

esetben:

ax2 ' 0x2 ' 9x% dr?  dr \r 13

0% dory 9% dy dy (3 r2>

azaz
0%y do*y 0%y B d*y N 2 dy
0x2  0x2  9x% dr? r dr
Maga a Schrodinger-egyenlet pedig:
d2 2 d 2m
+———=—[U) - ElY(r)

dr? r.dr_F

A hidrogénatom alapéllapota®

A hidrogénatomot egy proton és egy elektron alkotja. A proton gombszimmetrikus elekt-
romos mez0t alakit ki maga koriil, melyben egy t6le r tavolsagra 1évé pont potencialja KQ/R,
ahol Q=1,6-10"°C a proton (és az elektron) toltése, a konstans értéke pedig
k=9-10° Nm?%C?. Igy az elektron potencialis energiaja:

_ 2
U(T) = —kT

A gdmbszimmetrikus erétér miatt keressiik meg a
d> 2 dy 2m Q?
—+——=—|—-k——FE
dr? r dr  h? r vn
Schrodinger-egyenlet gdmbszimmetrikus megoldasat! A differencidlegyenletek elmélete sze-

rint a megoldas felirhat6 a kovetkezd formaban:
Y(r) = Ae T/

® Marx Gy.: Eletreval6 atomok (Akadémiai Kiado, 1978) alapjan.
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Hatarozzuk meg a derivaltakat:

ﬂ: Ae_r/rﬂ -(_l) — _ie_r/ro
dr " T
2
AW _ A, (- l) _A
dr? To ro) 18

A kapott derivaltakat helyettesitsiik be a Schrodinger-egyenletbe:
r 2
ie—r/ro_z.ée_%:_z_m kQ—+E Ae~ /M0
s r T 2\ r

Elvégezve a lehetséges egyszeriisitéseket:
2 1 2m " Q? .
e ¢ R\ r
A hidrogénatom elektronjanak energiaja

Hatéarozzuk meg a fenti egyenletben szerepld E (Gsszenergia) értékét!
Az egyenletnek minden r-re fenn kell allnia. Tekintsiik azt az esetet, amikor az r nagyon
nagy. Ekkor elhanyagolhatjuk azokat a tagokat, melyekben az r a nevezdben szerepel:

1 2mE
T2 " A2
azaz
2
ré=— h
0 2mE

Helyettesitsiik be az egyenletbe az r = ry értéket:
2 1 2mkQ* 2mE
)

— = +
s h2r, h2
Az ré-re kapott dsszefiiggés alapjan:
2mE _ 2mkQ* 2mE

- e, TR
Ebbdl:
kQ?
To=——Zp
Emeljiik négyzetre, és hasonlitsuk 6ssze a fentebb kapott értékével:
k2 Q4- h2
4E? ~ 2mE
azaz
mk2Q*

E=— = —-2,19-10718 joule

2h?
fgy megkaptuk a hidrogénatom elektronjanak energiajat alapallapotban.
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A hidrogénatom mérete

Az energia ismeretében az ry értékét is kiszamithatjuk:
kQ? _ h?
" 2E mkQ?

Az 1y értelmezéséhez hatarozzuk meg azt a poziciot, ahol a legnagyobb valoszinliséggel
tartézkodik az alapallapoti hidrogénatom elektronja!

Tekintsiink egy vékony, dr vastagsagl és r sugarti gombhéjat az atommag koriil. Az elekt-
ron tartdzkodasi valdszinlisége ezen a dV térfogati gombhéjon beliil:

dP = y?dV
A térfogatot megkapjuk, ha a gdmbhéj felszinét megszorozzuk a vastagsagaval (vékony a
gdémbhéj!): dV = 4mridr, igy

dP = (Ae‘r/r°)24m"2dr = A%2e~2"/To4qyr2dr

A valoszinliségnek ott lesz maximuma, ahol a dr szorzétényezdje maximalis értéket vesz
fel. A maximumhelyet konnyebben meghatarozhatjuk, ha attériink az x=r/ry valtozora:
2
A2e 2r/To4qy2 = Azroze_zr/roélnr—2 = A%r@4me=?*x?
To
A konstans szorzotényezoket elhagyva, a szélsdértékhely az
(e7?*x%) =0

To = = 5,26 - 107! méter

egyenletbdl kaphaté meg.
A szorzatfliggvény és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznalva:

(e™2*x2) = —2e ™ 2* - x2 4+ 72 2x =0
Azaz:
—x2+x=0
Az egyenlet megoldasai: x=0, illetve x=1. x=0 esetén a tartdzkodasi valdsziniiség 0, itt te-
hat nem lehet maximumbhely.
Osszegezve: az x=1, azaz az r=ry helyen a legnagyobb az elektron tartézkodasi valoszinii-

sége. Igy a fentebb meghatarozott rs=5,26-10""" méter értéket tekinthetjiik az alapallapota
hidrogénatom sugaranak (az elektronpalya sugaranak).

0,14 4
0,12 4
0,10 A —2X,.2 £+ A :
Az e **x* fiiggvény grafikonja
0,08 A
0,06 -

0,04 4

0,02 4
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